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1. 
Betrachtet man die reelle Lie-Algebra I, der Gruppe der holomorphcn 
Automorphismcn eines hermiteschen, symmetrischen Raumes und einen 
Punkt p dieses Kaumes, so kann man die komplese Struktur des Tangential- 
raumes im Punktc p als ein Element u, von I, deuten mit (ad u,)? == ---ad u, . 
Dieser Gedanke ist der geometrische Hintcrgrund fur die folgcnde alge- 
braische IIntcrsuchung, die in einer spatcren .L\rbeit tiber hermiteschc, 
symmetrische Raume herangezogen werdcn ~011. k’ bezeichne stets einen 
Korper mit ciner von 2 und 3 verschiedenen Charakteristik und I’ eine 
dreidimensionalc cinfache I,ie-Algebra iiber k’. Ferner sei u E 1. gegeben mit 
(ad u)” .-II 01 ad u, 0 -#- 01 F K, und eine Dar&lung p von I7 auf cinem 
Vektorraum c” iiber k’ mit [p(u)]” C&U). Nit % bczeichnen wir den 
Xentralisator von Y in I,-. also 
und ?’ sei der Durschschnitt der Mengc I’,, : : {V : u E I-, p(zl)z = 0) mit 
p(Y) 1’. Den Vektorraum 
I7 : -- % -... 1. {y;! 7 
versehen wir mit der Struktur eincs Y-Mod& durch die Definition: 
(1.1) p(y)(z ! y’ @ t) : .= [y, y’] @) f  fur ~1, y’ E Y, z E % und t E T. 
i5uerst werden wir das folgende Lemma bewcisen. das im Falle Char. K = 0 
und dim I’ < co im wesentlichen ein Spezialfall der iiblichen Darstellungs- 
theorie von SL, ist. 
LEMMA 1. I’ sei mit dev Y-Mod&-Struktur (1.1) versehen. Dunn exist& 
genau ein. Modul-Isomorphismus 
p: v-+r:, 
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der auf Z mit dev Identitiit iibereinstimmt und fib dell 
W’ir bctrachten dann den besonderen Fall, da8 1’ eine Lie-Algebra I, und 
p(y) fiir jedes y  c 1’ eine Derivation von I, ist. Has I,emma gcstattet, dann 
das Theorem von [2] anzuwenden und dadurch sofort den folgenden Satz zu 
crlialten. 
SATZ 1. Stir jedes y  c 1. sei p(y) eine Derivation der Lie-Algebra L. We 
ohen sei 21 t’ 1. ein Eleme7lt mit (ad u)” I ad u und [p(u)]” --- cxp(u). Der 
Raum % enthalte kein nicht-triviules Ideal van I,. Dann gibt es genau eine 
Jordan-Akebra-Struktw auf T, eine Ideutifiizierung vou % mit einev Lie-rllgebm 
VOB Derivationen der Jordarl-, &ebl,a 1’ uud eine bijektive lineare Abbildung 
cp:L +I,,sodaJy(z) u” fiir alle z c%,y;(u<2,t)-tfiivt~Tund da&Sp’ 
ein Lie-Algebra-Isomorphismus ist, wenn man f: mit der Lie-Algebra-Struktur 
von [2] vevsieht, d.h. wentl man setzt: 
(1.2) [z, y  <z t] -- y  ‘29 [z, t] 
(1.3) [y :$$ t,-y’ (3 t’] (y,y’)[L(t), (t’)] ;- [y,y’] <* tt’ fiir z t %, 
y, y’ E 1. und t, t’ C. 7’. Fiir t t: 7’ ist dabei mit L(t) die lineave .4bbildung t’ - + tt’ 
van T in sic/z bexeichnet, und (y, y’) ist aSpur(ad,y ad,y’). 
Fiir den ITall 3~ - 1 skizzieren wir cinen von [2] unabhtingigen Beweis des 
folgenden Satzcs. 
SA?‘Z 2. L sei eine Lie-.-IIgebra, I’ (1 L und u ein Element VOX Y mit 
(ad, u):’ : ad, U. Setxt man fiis ;A 0, !.I, L, : := (x : x EL, [u, x] - p), 
dann ist bei Wahl von e ..l c-I,. 1 mit 2u -:: [e, , e .l] die auf I,, durch 
(1.4) ab : -- f[[a, e-,], b] dejinierte kommutative Algebra eine Jordan- 
Algebra ‘!L mit dem Einsrlement e1 . II& I, nur triviales Zentrum und gilt 
L, -: [1,1 , Z,J, dann ist I, g I,(%). (Zur Definition von L(%) siehe [I].) 
Die Arbcit wurde angeregt durch die Lektiire eines Manuskriptes von 
M. Koecher, in dem die J’Ienge der Elemente u einer Lie-Algebra L mit 
(ad u)” ad IL eine zentrale Kollc spielt. ?;ach einem GesprHch mit J. Tits 
iiber die erstc Fassung dieser Arbeit, in der ich nur den Fall 01 1 
unabhlngig von [2] betrachtet hatte, wurde die Arbeit wie vorliegend 
umgcstaltet. Den Professoren $1. Koecher und J. Tits miichte ich meinen 
Dank fiir die FGrderung dieser Arbeit aussprechen. 
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2. 
Zum Beweis von Lemma 1 bctrachten wir zuerst den Fall a = 1; es sei 
also (ad u)” = ad u und [p(u)13 := p(u). \Vir setzen 
Vu’,: =={w:xEV,p(u)x-px] fur p--0,1,-l. 
I’ ist dann die direkte Summe der \‘ektorraume C7, . Wegen (ad u)” = ad u 
gibt es Elemente er , e-r E 1’ mit 
224 = [e, , e-,1, Iu, 4 = el , [u, e-J = -e-, . 
I;ur E = fl erhalten wir durch bekannte Schhisse 
und definieren durch 
&(a) : = -&3(e-J]2 a, fiir a E V, , 
eine Abbildung 4, von I’, in V-, . Weiter setzen wir fur v  E V,, 
u(v) : = v  - p(el) p(e-,)v. 
Man bestatigt durch elementare Rechnung, dal3 die Abbildungen & und 4-, 
invers zueinander sind und da0 “(u(v)) = v  fur alle v  E I’, . Die Menge der 
v  E 7/, mit CT(V) = v  stimmt mit dem Zentralisator Z von Yin V iiberein, und 
die 1Ienge der v  mit U(V) = -v ist T. Der Teilraum I’,, ist daher die direkte 
Summe von Z und T. Durch t -+ -p(er)t wird T bijektiv auf V, abgedildet 
mit der Umkehrabbildung vr ---f -ip(e-r) z’r . Den Vektorraum 
bilden wir jetzt in Y @ T ab vermoge der wie folgt definierten Abbildung ~a . 
Wir setzen fur v  = t + z’r -+ v-r E 113 
(2.1) 7”(t + vr + vu-r) : -= u (3 t - $er 8 p(e-r) vr + ieel 0 p(q) e-r . 
Die Abbildung T,, ist nach den obigen Bemerkungen bijektiv. Man erhalt 
und 
~O(f(04 = u C?Jf(eA v+ - el 0 t 
~df(e-N = u Of(e-,)v,+ cl 0 t. 
Da 1’ durch e, , e-r erzeugt wird, entnimmt man diesen beiden Beziehungen 
und (2. l), daB die Abbildung z + nz ---f z + ma von I’ auf vein Y-Modul- 
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Isomorphismus ist, fur dcssen Umkehrabbildung ‘p von 1’ auf I’ dann 
V(Z) -= z fur alle x E 2 und ~(u @ t) _ t fur t E T gilt, und y  ist der 
einzige >Iodul-isomorphismus mit diesen Eigenschaften, denn sei v’ ein 
solcher, dann folgt notwendig 
Damit ist Lemma 1 fiir den Fall (y. L 1 bewiesen. 
Diesen Betrachtungen entnehmen wir noch ein Lemma, das sich auf den 
Fall LY = 1 bezieht und den obigen Satz 2 als Spezialfall von [2], Proposition 1, 
ausweist. 
~JEMRIA 1’. Versieht man p : = Z I- Y @ V, mit der durch 
(2.2) /qy)(z + y’ 0 UJ : z-- [y, y’] 0 V] , y, y' 6 I’, x E 2, q E VI, 
dejinierten Y-Mod&Struktur und setzt man 
dann ist die Abbildung z -( m - z -1 ~~(11~) ein Y-Mod&- Isomorphismus van V 
auf P mit der UmkehrabbildunCg 
(2.3) u @a + e, @ b e_, @ c---r -!,p(e-,)a -+ b -,- &cfiira, 6, CE b;. 
Jetzt v\-ollen wir Lemma 1 fur beliebiges N E K beweisea. 1st 01 ein Quadrat 
in K und 1: =- /3*, dann gilt fur u’ : : /+‘u offenbar (ad u’)~ = ad u’, so da8 
es bier geniigt, den Fall 01 = 1 zu betrachten. 
1st #Y kein Quadrat, dann gehen wir durch die Korpererweiterung 
K ---f K(\/G) von Y, T’, %, T, IT zu Y, C’, z, T, V iiber. a ist Quadrat in 
K(.\/&), so das genau ein Y-Modul-Isomorphus 
mit den in Lemma 1 genannten Eigenschaften existiert. Der nicht-triviale 
Automorphismus K von K(&),‘K operiert auf 7, v, z, T a und 
KOy)OK : E --f L hat dieselben Eigenschaften wie q, so daB wegen der 
Eindeutigkeit K o p o K = @ gilt. Dann geht aber unter +j die Fixpunktmenge 
von K ine in die von E iiber, d.h. aber, die Beschrlnkung von V, auf l bildetL 
auf L ab und ist ein Isomorphismus der gesuchten Art, und es gibt keinen 
anderen. Damit ist Lemma 1 und somit such Satz 1 bewiesen. 
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3. 
Wir skizzieren jetzt einen von [2] unabhangigen Beweis von Satz 2., der 
gleichzeitig den Zusammenhang mit der in [I] gegebenen Konstruktion einer 
Lie-Algebra I,(%) zu einer Jordan-Algebra ‘LT klarer macht. L sei eine 
Lie-Algebra, Y CL und u ein Element aus Y mit (adL u)” = ad, u. Wir 
betrachten L als Y-Modul mit 
p(y) = adLy fur MEL. 
Da p(u) eine Derivation von L ist, hat man fur die Eigenraume L, von p(u), 
p = 0, &I, die folgenden Eigenschaften: 
L,L,l CL,, IL, ,Ll = PI, L ,&I C-L 3 
I-4 9 Ll c-&l , E = fl. 
Wie im zweiten Abschnitt wahlen wir Elemente e, EL, mit 
2u = [e, , e-J. 
Die Abbildung 4C von L, auf L+ wird dann fur a EL, durch 
(3-l) #&I = tll-, , al, e-4 
gegeben und fiir z, EL, ist 
(3.2) u(u) = v - [e, , [cl , v]]. 
Man beweist durch elementare Rechnung die folgenden Beziehungen: 
(3.3) 
(3.4) 
und 
M74 L(b)11 = [44,4> 
[e, ~4&)1 = 14 4 
(3.5) 4% 9 4&41) = w&4? 4 
furvEL,;a,a,, a,EL,undbEL-,. 
Fur a ELM bezeichne L(a) die Multiplikation mit a in der durch (1.4) aut 
L, definierten kommutativen Algebra 2I, also 
L(a)b = ab = +[[a, e-J, b] fk a, b ELI. 
Dann gilt 
(3.6) [[a, $$I, c] = 2([L(a), L(b)] + L(ab))c fur a, b, c ELM . 
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1,Ian geht jctzt anaiog zu [I], Seite 799, vor und formt den Xusdruck 
$[[c, p-r], [a, &b]] unter Verwendung von (3.3), (3.4) und (3.6) wie in [I] urn. 
Man erhalt so, daD ?I eine Jordan-Algebra ist. Bei diesem Beweis geht wie 
in [I] und [2] die Voraussetzung, dal3 die Charakteristik von I( von 3 ver- 
schieden ist, ein. In der Beziehung (3.6) tritt in 
2([L(a), L(b)] .I- L(ab)) E Horn $3 
die in [1] zur Definition von ,!@I) benutzte Paarung (“pairing”) 
$8 x 4I --f Horn $3 auf. Man erhalt offenbar L s L(sU) genau dann, wenn 
L,, = [L, , L-J und wenn die Abbildung u von L, in sich ein Automorphismus 
der Teilalgebra L, von L ist, da nach (3.3) insbesondere [v, &a] -- +r[a(7;), a] 
fur vEL,, aEL,. Aus (3.3) erhalt man, da13 u ein Automorphismus ist, 
wenn v  EL, und [v, 61 = 0 fur alle b EL-~ implizieren, da8 v  = 0 gilt. 
Aus [v, LPI] = 0 folgt aber [v, L,] = 0 und somit [v, L] = 0, wenn 
L, = [L, , L-J. Hat L also nur triviales Zentrum und gilt L, = [L, , L-J, 
dann ist 0 ein Automorphismus von L, , L E L(cU) und Satz 2 ist bewiesen. 
Benutzt man Lemma I’, urn von dem Y-Modul L zu I? = 2 + I7 @L, 
iiberzugehen, und bezeichnet man fur a, b EL, voriibergehend mit a 0 b das 
jetzt nach [2] auf L, definierte Jordan-Produkt, dann zeigt [2], (1.3) 
dal3 [U @a, e, @b] = e, @a 0 b. Dann ist aber nach (2.3) in L, 
&[[a, e-r], b] = a 0 b, d.h. die beiden auf L, definierten Jordan-Algebren 
stimmen iiberein. 
4. 
Sei jetzt umgekehrt !lL eine Jordan-Algebra tiber K mit Einselement e, 
Y eine einfache, dreidimensionale Lie-Algebra iiber K und D die Lie-Algebra 
der inneren Derivationen von ‘$I. Mit L(M, Y) werde die nach [2] dem 
Tripe1 (91, D, Y) zugeordnete Lie-Algebra bezeichnet. Dabei kann I‘ 
als Teilalgebra von L((u, Y) aufgefal3t werden. Fur jedes y  E E? gilt 
(adry) = i(y, y)r adry, ((y, y)r = Spur(ad,y adry)). Identifiziert man 
wie in [2] y  131 e mit y  E Y, dann erhalt man aus [2], (1.3) fur a = e, 
[y,y’ 0 a’] = [y,y’] @ a’ 
und daraus sofort mit L : = : L((LI, Y) 
(4.1) (ad,y)3 = XY,Y?Y aby. 
Fur jcdes Element u einer Lie-AlgebraL mit (ad u)” = iy. ad u, OL + 0, gibt es 
eine Zerlegung von L als direkte Summe von 
.& : = {x : x EL, [u, x] = 0: 
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und 
Jr ’ = ti . {x : x EL, [u, [u, x]] = 0.x). 
Dieser direkten Zerlegung entsprechen die beiden Projektionen Id - ir-‘(ad u)” 
und oi-l(ad u)” von L in sich. Da ad u eine Derivation ist, erhalt man 
[.-U;, , .a,] C & , [& , .FU] C & und [& , &] C & . Zerlegt man x EL in 
Y = s,, -t (x -- x,) mit x0 E J, , dann ist also die durch x -+ x0 - (x - s,,) = 
2.5, -~- x gegebene Abbildung ein involutorischer Automorphismus von L, 
der durch Id - 2or-l(ad u)” gegeben wird. Der folgende Satz ist jetzt evident. 
SAT7 3. Eine Lie-Algebra L ist genau dann isomorph zu einer Lie-Algebra 
L(Q!!, 1’) fiir eine Jordan-Algebra $1 mit Einselement, wenn die folgenden 
Bedingungen erfiillt sind: 
(a) Das Zentrum von L ist trivial. 
(b) Y kann als Teilalgebra von L aufgefa@ werden, und es gibt ein u E Y, 
u # 0, mit (adL u)” = 01 ad, u, 0 # 01 E K. 
Eine Lie-Algebra L ist genau dann isomorph xu einer Lie-Algebra L(‘$l), wenn die 
Bedingungen (a) bis (c) mit einem cx E K erfillt sind, das Quadrat in K ist. 
(Em ist dann notwendig die zerfallende, einfache dreidimensionale Lie-Algebra 
iiber K.) 
Als Korollar zu (4.1) und diesem Satz vermerken wir noch: Sind fur eine 
Lie-Algebra L die Bedingungen (a) bis (c) erftillt, dann gilt fur jedes y  E Y 
die Beziehung (4.1). Insbesondere ist daher fur jedes y  E Y mit (y, y> # 0 
die Abbildung Id - 4((y, y)y)-l(ad y)” ein involutorischer Automorphismus 
von L, der als die Spiegelung von L an dem Element y  bezeichnet werden 
mBge. 
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